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1 　引　言

地震波的射线追踪方法在地震定位、地球物理

层析成像、地震勘探资料的偏移处理等中起着极其

重要的作用 ,射线追踪的路径精度和计算速度 ,直接

决定着资料处理的质量和计算速度. 因此 ,研究快速

而精确的射线追踪方法 ,在地球物理领域有特别重

要的实际意义.

传统的射线追踪方法有试射法[1～8 ] 和弯曲

法[9～16 ] ,后来发展了波前法[17～19 ] 、图像理论法[20 ]

和模拟褪火方法[21 ,22 ]等. Cerveny et al. [23～25 ]对射

线追踪方法进行了很好的总结. 与其他方法相比 ,试

射法精确性高 ,在全面搜索和适应复杂地质模型等

方面有很大优势 ,是两点追踪问题的一种重要方法.

Langan et al. [5 ]采用网格剖分方法 ,设网格块

内速度线性变化 ,对程函方程积分二次 ,求得相应的

介质中射线路径的位置、方向及走时对射线弧长的

表达式 ,当试射射线遇到网格分界面时 ,利用 Snell

定律确定射线的透射或反射. 在此基础上 ,马争鸣

等[2 ]提出了二步法射线追踪方法 ;徐 等[3 ]提出了

射线追踪的微变网格法 ;杨长春等[4 ]提出了适于复

杂地质模型的三维射线追踪方法. Sambridge

et al. [6 ]对连续介质进行数值积分获得试射路径.

Virieux et al. [8 ]对介质进行平行六面体的微元划

分 ,在微元结构内 ,速度场看成梯度场 ,射线的微扰

路径和微扰走时由数值积分获得. Sun[7 ]从射线方

程出发 ,沿着一条近似路径积分获得对射线路径的

一次试射修正 ,逐次在修正的路径上积分使射线收

敛到接收器 ;Sun 对介质进行矩形网格划分 (三维为

正方体) ,网格点数目可以控制射线路径光滑部分的

数目 ,对精度要求越高 ,网格点数目需要越多 ,追踪

的速度就越慢.

试射射线追踪中 ,对发射角的修正是关键 ,它影

响到试射射线能否快速收敛到接收点处 ,对三维问

题如何修正发射角 ,尤其显得重要 ,上述工作在这方

面没有做详细的研究.

2 　块状地质模型的描述

射线追踪方法建立在一定的地质模型基础上.

地质模型的描述 ,一般采用网格划分 (三维为正方

体[7 ] 、平行六面体[8 ]等) 和层状结构描述. 波前法、

图像理论法和模拟褪火方法等都是把地质模型网格

化 ,网格内的介质一般看成是均匀速度或常梯度速

度. 弯曲法一般建立在层状结构模型上. 试射法在层

状模型和网格划分模型中均有应用.

网格划分近似模拟地下介质 ,网格节点越多 ,模

型描述越精确. 基于网格划分模型上的射线追踪大

都采取近似处理 ,射线路径必须经过网格节点. 计算

精度和计算量取决于网格节点的多少 (至少正比于

[ N lg N ]) [20 ] . 取三维地质模型大小为 5000m ×

5000m ×5000m ,网格间距为 10m ,网格节点数则达

到 1. 25 ×108 ,要使计算精度更高 ,则要求更小的网

格 ,因此该方法主要受计算机内存和运算速度的影

响.而野外的实际工作 ,如地震数据采集和三维设

计 ,则要求很快的射线追踪结果. 网格划分的模型描

述以及建立在该模型基础上的射线追踪的适用性有

很大的限制 ,基本上不适用于野外勘探.

地下介质在形成时一般是水平层状分布. 层状

模型是普遍使用的介质模型 ,它要求每个界面都从

模型体的一侧边界贯穿到另一侧边界 ,分界面按顺

序由上到下依序排列 ,不得交叉. 层状模型的界面一

般采取连续函数 ,如 B 样条曲面描述[10 ] .

图 1 　(a)逆断层的速度结构 , (b)增加了虚界面后层的次序 ,一些层重叠在一起

Fig. 1 　(a) The velocity structure of the reverse fault model ,(b) the layer

orders after pseudo2interfaces are added and some interfaces overlap
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图 2 　用块状结构描述和构造的三维复杂模型不同颜色部分代表不同的块

Fig. 2 　The complex model is an aggregate of blocks and interfacesare triangulated

Different blocks are described as different colors

图 6 　(



　　对于简单的地质模型 ,层状结构描述直观 ,射线

追踪编程简单 ,计算快速. 射线追踪一般按以下步骤

处理 :射线从起始点出发 (向下) ,依次穿过地层 ,直

到遇到指定的反射界面 ,再按照相反的地层顺序返

回到接收器. 但对于逆断层模型 ,如图 1a 所示 ,以 A

点为例 , A 点右边附近的射线向下发射 ,会从第二

层穿透过第三层 ,接着从第三层穿透过第二层. 射线

反复穿过同一透射面 ,因此不符合层状结构射线追

踪的一般步骤.

层状结构描述逆断层 ,传统的解决方法是构造

虚界面. 虚界面是一种假想的界面 ,两边介质的属性

是一致的 ,构造方法如图 1b 所示 ,延伸界面 3 到左

边界 ,界面 7 到右边界 ,且插入虚界面 CD . 图中显

示插入虚界面后的地层的顺序 ,可以看出 ,很多界面

存在着重叠. 对于更复杂的模型 ,如图 2 所示的三维

模型 ,建模中划分界面就更繁琐 ,很难建立层状模

型 ,用计算机自动建模就更困难 ,射线追踪更是头绪

繁多 ,很难正确而有效地进行射线追踪.

针对上述困难 ,本文提出块状结构的建模方案 ,

并在此基础上研究了几种试射角度的修正方法进行

快速射线追踪.

2. 1 　块状模型的结构

实际地质结构经过积压、切割等地质运动后 ,由

层状变成了十分复杂的结构 ,如图 2 所示 ,如果应用

块状介质模型描述则要容易得多. 在块状结构模型

中 ,三维地质体被看成是由多个地质块组成的集合

体. 每个地质块有自己的地震属性 ,如形状、大小、密

度和地震波速等 ,并与其他的地质块存在相邻的边

界.

Gjoystdal et al. [26 ]首先提出了三维块状建模的

概念 ,地质块采用并集、交集、余集和补集等集合运

算的操作来构造 ,地质块显示很不直观. Pereyra[11 ]

在此基础上发展了块状模型描述的技术 ,块体更加

直观和自然[11 ] . 他们的模型界面为 Coons 曲面或 B

样条曲面等 ,限制了块状模型的描述 ,这主要是用来

解决尖灭、蘑菇云等地质模型上的射线追踪 ,不能够

针对一般复杂的三维地质模型.

徐果明等[27 ]提出了二维复杂介质的块状构造 :

面→元 →边 →段 →点的描述方式. 在三维块状构造

中 ,我们对地质体的描述采取体 →块 →面 →点 →坐

标的层次结构. 对于研究的三维介质 ,我们称之为地

质“体”,地质体是由若干个属性不同的地质“块”组

成 ,地质块是被若干个地质界“面”隔开 ,界面的两侧

应为不同的块. 地质界面是由若干个离散的地质点

来描述 ,地质点由地质数据提供的坐标值来决定. 这

样的层次结构下地质体将被完全确定.

在地质块内 ,介质看成是均匀的 ,各自具有相同

的地震属性 (密度、地震波速等) ,所以射线路径在地

质块内是一条直线. 非均匀介质 ,可以划分成许多小

的地质块 ,在每个块内 ,介质看成是均匀的. 不同的

地质块尺寸大小可以不同 ,且不受形状的限制. 根据

实际地质条件的需要 ,结构变化较小的空间采用较

大、较少的块来描述 ,相反 ,则采用较小、较多的块来

描述 ,这与空间网格点描述有很大的不同 ,后者的尺

寸大小基本相同.

本文块状结构的描述和 Pereyra[11 ]有相似性 ,

最大的不同在于模型界面的描述.

2. 2 　模型界面的描述

理论上块状结构可以构造任意复杂的三维地质

体. 曲面的描述 (面 →点)是块状结构描述中的关键 ,

即如何用给定的离散点构造地质界面. 考虑到复杂

介质上快速射线追踪的需要 ,曲面的描述必须满足

以下条件 : (1) 可以适应非常复杂的地质结构 ,这是

前提条件 ; (2) 地质曲面有很好的光滑拼接 ,不能存

在空隙 ,否则会导致不正确的射线追踪 ; (3) 必须快

速准确地找到一条射线 (直线)和地质面的交点.

本文分别试用了参数形式的 Coons 曲面、Bezier

曲面、B 样条曲面和三角形面片来构造地质面.

Coons 曲面是对 n ×m 空间点阵进行插值获

得 ,曲面通过给定的点 ,可以看作是 Hermite 插值的

推广.

给定 ( n + 1) ×( m + 1) 空间点阵 Pij ( i = 0 , 1 ,

⋯, n ; j = 0 ,1 , ⋯, m ) ,可以得到 n ×m 次 Bezier 曲

面

P( s , t) = ∑
n

i = 0
∑
m

j = 0
B i , n ( s) B j , m ( t) Pij ,

(0 ≤ s , t ≤1) , (1)

式中 B i , n ( s) 和 B j , m ( t) 为 n 次和 m 次Bernstein 基

函数. Bezier 曲面控制、表示方便 ,有很好的空间几

何性 ,如角点插值性质、凸包性、分割定理等 ,但是控

制点较多时 ,曲面的阶数较高 ,而且 Bezier 曲面不能

局部修改 ,改变每一个控制点对整个曲面都有影响 ,

B 样条曲面可以避免该缺点. B 样条曲面有类似

Bezier 曲面的空间几何性 ,而且连接更方便.

给出 ( n + 1) ×( m + 1) 空间点阵 Pij ( i = 0 , 1 ,

⋯, n ; j = 0 ,1 , ⋯, m) ,则
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P( s , t) = ∑
n

i = 0
∑
m

j = 0
N i , k ( s) N j , l ( t) Pij ,

(0 ≤ s , t ≤1) , (2)

定义了 k × l 次 B 样条曲面 , 式中 N i , k ( s ) 和

N j , l ( t) 是 k 次和 l 次的 B 样条基函数.

三种曲面描述最大的优点是二阶 (C2) 连续 ,对

于通过初始路径扰动修正到真实路径的射线追踪方

法很有益 ,但在两个方面存在很大的困难[8 ,28～30 ] .

一是曲面的拼接 ;以 B 样条曲面为例 ,两个曲面分

别建立在 n1 ×m 1 和 n2 ×m 2 网格上. 在连接的方

向上 ,控制点不仅数目相等 (如 n1 = n2) ,而且要重

合 ,否则会产生空隙[31 ,32 ] . 上述条件只能得到 C0 连

续 ,如果要求两曲面更光滑连接 ,则条件更为严

格[29 ,31 ,32 ] ,故通常情况下 ,一个层状界面只用一张

曲面来描述[10 ] . 二是射线和曲面的求交很耗时 ;通

常情况下 ,射线和三种曲面的求交问题是一个迭代

的过程 ,Virieux 和 Farra[8 ]通过分割矩形盒、Rawlin2
son et al. [33 ]通过牛顿法来迭代求取. 三角形面片构

造界面则易克服上述困难.

2. 3 　三角形界面

三角形界面是指地质界面用一组三角形面片拼

接构成. 任意给定三维空间的一组离散点 ,至少存在

一种方法用一组大小不等的三角形来拼接构成三角

曲面网 ,曲面没有重叠交叉部分 ,且没有空洞 ,如

Delaunay 方法[34 ] .

两个三角形之间由一根线段连接 ,故不会产生

空隙. 而射线和三角形面片的求交问题则是解析解 ,

考虑到射线追踪过程中存在大量射线和曲面的求

交 ,故能够大大节省射线追踪的时间. 另外 ,增加和

删除部分离散点 ,重新构造曲面总可以实现 ,这对建

模中需要修改或删除某些地质点非常有益. 图 2 所

示三维复杂模型的所有界面均采用三角形面片构

成 ,该模型界面共由 6676 个大小不等的三角形构

成. 在著名的建模软件 GOCAD 系统中 ,也是用三角

形来构造模型的界面[35 ,36 ] .

虽然三角面片构造复杂模型有很大的优越性 ,

但是用于射线追踪却存在很大的缺陷 :如果相邻的

两个三角形不在同一平面 ,则这两个三角面片的法

向量在连接处会发生突变. 为了满足射线的 Snell 定

律 ,透射射线或反射射线在穿过三角形的边界时会

突然改变方向 ,这导致射线在三角形的边界产生不

连续性. 虽然 GOCAD 用离散点光滑处理技术 (DSI)

来修改地质界面并可以插值某些缺失或不精确的地

质点 ,但是不能解决射线的突跳问题[35 ,36 ] . 因此 ,基

于 GOCAD 的三维模型在处理射线追踪时会做近似

处理. Guiziou et al. [37 ]使用了射线微扰技术 ,射线必

须通过三角形的顶点. 因此 ,射线追踪过程是一个非

线性最优化问题 ,结果存在一定的误差 ,减小误差的

一个途径是增加三角形网格的密度 ,但这又使得射

线追踪过程更加耗时.

为此 ,本文对地质界面内各点的法向量进行了

光滑处理. 光滑过程分为两个步骤 :首先计算界面内

每个地质点的法向量 ,即每个三角形顶点的法向量 ;

而三角形内任一点的法向量可利用三个顶点的法向

量线性插值得到.

2. 3. 1 　三角形顶点法向量的计算

地质界面中各点的法向量由该点在该界面内相

邻三角形的法向量加权插值得到 ,权重和相邻三角

形的面积成正比 ,和相邻三角形中心到该点的距离

成反比. 如图 3 所示地质面内 , A 点相邻 1～6 号三

角形 , F 点相邻 3、4 号三角形 , E 点相邻 4、5 号三角

形等 ( E 点和 F 点在模型中相邻的三角形不止两

个) . 设顶点 A 相邻六个三角形的平面法向量记为

ni ( i = 1 , ⋯, 6) ,面积记为 s i ,中心到 A 点的距离记

为 d i ,则顶点 A 的法向量为

nA = ∑
6

i = 1

s i ni

d i
. (3)

其他各点 ,如顶点 B 、C 的法向量可以由同样的方

法获得.

图 3 　A 点的法向量由相邻的六个三角形确定

Fig. 3 　The normal vector of vertex A is

determined by linked six triangles

2. 3. 2 　三角形内任意一点法向量的计算

对于三角形内部的任意点 P ,该点在三角形中

的面积坐标记为 u i (面积坐标的定义见附录) ,则 P

点的法向量由三个顶点的法向量线性插值得到
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nP = ∑
3

i = 1

( u i ni) . (4)

这样求得的法向量在三角形内是一阶连续变化

的 ,在三角形的边界上也是连续的. 例如通过三角形

AB C 和 ABD 分别计算得到 AB 边上各点的法向量

是相同的.

在同一个地质面内 ,法向量是一阶连续的 ,在不

同的地质面边界 ,法向量不一定连续. 这也符合实际

情况 :模型边界的竖直界面和水平界面连接处法向

量不应该连续.

3 　试射射线追踪方法

我们以三维反射波为例来研究试射法. 在试射

时 ,首先在垂直平面内按一定角间隔发射一束射线 ,

在水平方向亦如此 ,这样形成一个发射角矩阵 ,这些

试射射线在地表的出射点会形成网格点矩阵 ,如图

4 所示 ,这些网格点组成许多三角形 ,称之为试射射

线出射三角形. 出射三角形的三个顶点分别对应试

射的发射角度 (θi , <i ) , 对应的发射方向分量为

(sinθi cos <i , sinθi sin <i , cosθi ) ,或记为 w i ,下同 ,其

中 ( i = 1 ,2 ,3) . 出射三角形在地表上形成了一组三

角形网格 ,借助于三角形的面积坐标 ,我们可以快速

地判定目标接收器 P 位于哪个三角形内. 已知接收

器位置和该三角形三个角点位置及角点对应的试射

角度 ,试射追踪过程为如何修正发射角 ,以便使射线

射向接收器. 由于问题的非线性 ,这是个迭代过程.

如果接受器 P 不处在其中任意一个出射三角形中 ,

且试射的发射方向范围足够大 ,则接受器 P 处在影

区内. 本文的试射方法可以判断接收器是否处在影

区内.

图 4 　出射点在地表形成的网格点矩阵形成

一组出射三角形 ( P 点为接收器 ,下同)

Fig. 4 　The emergence points form a set of

emergence triangles (Cross P is a receiver)

由于模型、射线路径的非线性 ,出射三角形形成

的区域可能会重叠. 如果目标接收器同时处于多个

出射三角形内 ,则分别用所在的三角形 ,称之为迭代

初始三角形 ,来追踪出几条射线路径. 本文的试射方

法能够解决射线路径的多解性.

在试射迭代过程中 ,本文研究了几种试射角度

的修正方法 :细分三角形法、三角形分割法和子三角

形法等. 本文没有采取直接对角度修正 ,而是对方向

分量的修正.

3. 1 　细分三角形法

细分三角形是指不断缩小出射三角形 ,使之收

敛到接收器 ,直到满足给定的精度为止. 如图 5a 所

示 ,已知接收器 P 和所在的出射三角形 T1 T2 T3 ,找

到三角形的最大边 T2 T3 ,该边的中线 T1 T 把三角

形一分为二. 用三个顶点 T1 T2 T3 对应的试射方向

分量 ,以 T 点在三角形中的面积坐标加权求和得出

新的试射方向分量. 设三个顶点的试射方向分量为

w
( i)
j ,其中 ( i , j = 1 ,2 ,3) , i 代表三个顶点的序号 , j

代表三个分量 ; T 在三角形中的面积坐标为 u i (本

例中为 (0 ,0 . 5 ,0 . 5) ) ,则新的试射方向分量 w j 为

w j = ∑
3

i = 0
w

( i)
j u i . (5)

以修正得到的射线方向分量 w j 试射 ,并求出

试射出射点 T′,由于非线性 , T′点不一定和 T 点重

合. 如果 T′点和接收器的距离小于给定的精度 ,则

试射迭代结束. 否则 ,出射点 T′把原三角形分割成

三角形 T1 T2 T′和 T1 T′T3 ,利用面积坐标可判断接

收器 P 所在的三角形 , 并作为下次试射迭代的初

始三角形. 按上述方法继续试射直到试射出射点和

接收器之间距离小于给定的精度为止. 在数值试验

中 , 对于试验模型 , 平均试射 300 次收敛到接收

器.

3. 2 　分割三角形法

如图 5b 所示 ,已知接收器 P 和所在的出射三

角形 T1 T2 T3 ,用三个顶点对应的试射方向分量 ,以

P 点在三角形中的面积坐标加权求和得出新的方向

分量 ,求取方法见 (5) 式. 以该方向分量试射并得到

出射点 T ,如果出射点 T 和接收器的距离小于给定

的精度 ,则试射迭代结束. 否则 ,用出射点 T 把原来

的三角形分割成三个新的三角形 T T1 T2 、T T2 T3

和 T T3 T1 . 找到接收器 P 处在哪个三角形 ,并作为

下次试射迭代的初始三角形. 按上述方法继续试射

直到出射点和接收器的距离小于给定的精度为止.

数值试验中 ,对于同一试验模型 ,平均试射 3～4 次

左右即可收敛.

6 期 徐 　涛等 :三维复杂介质的块状建模和试射射线追踪 1123　

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



3. 3 　子三角形法

如图 5c 所示 , 已知接收器 P 和所在的出射三

角形 T1 T2 T3 , 用三个顶点对应的试射方向分量 ,

以 P 点在三角形中的面积坐标加权求和得出新的

方向分量. 以该方向分量试射并得到出射点 T4 ,

如果出射点 T4 和接收器 P 的距离小于给定的精

度 , 则试射迭代结束. 否则 , 构造等边三角形

T4 T5 T6 ,使得出射点 T4 为等边三角形的一个顶

点 , 接收器 P 为等边三角形的中心 . 求出顶点 T5

和 T6 , 并以两顶点为目标试射 (即用三个顶点

T1 T2 T3 对应的试射方向分量 , 分别以 T5 和 T6

在三角形中的面积坐标加权求和得出新的方向分

量 , 并以新的方向分量试射) , 得到两个出射点

T5′和 T6′(由于问题的非线性 , T5′和 T5 , T6′和

T6 不一定重合) . 试射出射点 T4 和 T5′、 T6′构成

了新的试射迭代初始三角形 , 继续上面的步骤进行

新的迭代试射 , 直到新的试射出射点和接收器的距

离小于给定的精度为止. 在某些情况下 , 迭代一次

精度可提高甚至 5 个数量级 , 经常只需要 4 次试

射 , 即迭代一次便可满足要求.

图 5 　三种试射角度修正方法示意图
(a)细分三角形法 ; (b)分割三角形法 ; (c)子三角形法.

Fig. 5 　The sketch map of three methods of shooting angels modification

3. 4 　试射方法的比较

本文没有采用传统的角度修正 , 而是方向分量

的修正. 和前者相比 , 方向分量的修正避免了三角

函数的运算 , 稳定性好 , 收敛精度高 , 在理论分析

和数值试验中都得到充分验证[1 ] .

在上述三种试射修正中 , 细分三角形法平均试

射次数最多 , 收敛性慢 , 分割三角形法和子三角形

法相当. 而试射迭代的收敛精度和收敛时的迭代初

始三角形尺寸大小密切相关 , 尺寸越小 , 收敛时可

以达到的精度就越高. 随着试射迭代的进行 , 分割

三角形法迭代初始三角形的尺寸一直保持很大 , 因

此收敛的精度较低 ; 细分三角形法的迭代初始三角

形在慢慢的变小 , 精度较前者高 ; 而子三角形法的

迭代初始三角形在迅速变小 , 收敛精度较前两者高

的多. 比较结果可见表 1.

表 1 　试射方法的比较

Table 1 　Comparison of three shooting methods

细分三角形法 分割三角形法 子三角形法

平均试射次数 300 3～4 4

试射迭代收敛性 慢 快 快

收敛精度 较高 较低 高

4 　模型和试射追踪实例

图 6a 和图 7a 中的模型均是块状结构描述和三

角形面片构造的界面 ,模型的尺寸范围都是 5000m

×5000m ×5000m. 图 6a 显示逆断层模型和其速度

结构 ,以及该模型上的射线追踪结果. 该模型由 4 个

块、3368 个三角形所构造 ;单炮追踪水平地表 360

个接收器 ,底部横界面定义为反射面 ,射线的蓝色部

分为入射射线 ,红色部分为反射射线. 图 6b 为相应

的射线走时图 ,图中横坐标代表 6 列接收器在地表

的纵坐标 (下同) . 图 7a 为一组合模型及其速度结

构 ,组合模型包含正断层、逆断层、透镜体和侵入体 ,

是由 7 个块、4649 个三角形构成 ;透镜体的上表面

定义为反射面 ,单炮追踪水平地表 360 个接收器 ,图

7b 显示射线追踪的结果. 图 8a 为图 2 所示模型上

的射线追踪结果 ,模型的尺寸范围是 10000m ×

10000m ×5000m ,由 18 个块和 6676 个三角形构成 ;

同一黄色“地层”定义为反射面 ,单炮追踪起伏地表

360 个接收器 ;由于模型结构复杂 ,速度结构图在此

略去 ;图 8b 为相应的射线追踪的走时图 ,由于模型

的复杂性 ,走时图出现部分间断面.

本文的模型描述和射线追踪已经应用在野外的

地震数据采集和三维设计中. 野外工作要求系统执
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行射线追踪的时间越少越好. 影响射线追踪的时间

因素很多 ,如模型的复杂性、射线追踪的精度要求、

炮点和接收器的数目以及计算机运行速度等 ,不同

的参数射线追踪的时间不同. 在微机测试上 ( Pen2
tium Ⅲ733 MHz) ,单炮追踪一个接收器的平均时

间为 0. 001s ,上述炮检数据条件下射线追踪的平均

时间是 0. 360s. 快速的射线追踪满足了野外的速度

要求.

5 　结　论

本文对三维地质模型进行了重新构造 ,改变了

传统的层状地层的建模方式 ,引进了块状结构的描

述 ,并采用三角形面片构造块状模型的界面 ,可以适

应非常复杂的三维介质. 新的建模方式从根本上改

变了层状地层建模不能适应复杂地质结构的局面.

为了适应射线追踪的需要 ,本文对三角形内的法向

量进行了光滑处理 ,在地质界面内 ,法向量是连续变

化的.

在块状模型的基础上 ,运用面积坐标 ,本文研究

了几种试射追踪方法 :细分三角形法、分割三角形法

和子三角形法. 试验表明子三角形法最好 ,收敛快 ,

精度高. 本文的试射方法能够解决射线路径的多解

性、能够判断接收器是否处在影区.

附 　录 :面积坐标
三角形 T1 T2 T3 中 ,给定 T1 、T2 和 T3 点的坐标 ,则平

面 T1 T2 T3 中每一点有一个面积坐标. 对点 P ,面积坐标为

( u1 , u2 , u3) ,定义

u1 =
[ PT2 T3 ]

[ T1 T2 T3 ]
, u2 =

[ T1 PT3 ]

[ T1 T2 T3 ]
, u3 =

[ T1 T2 P]

[ T1 T2 T3 ]

图 A1 　面积坐标示意图

Fig. A1 　The sketch map of

area coordinate

[ PT2 T3 ]表示三角形 PT2 T3 的有向面积 ,当 P , T2 , T3

逆时针方向旋转时 ,定义[ PT2 T3 ]为三角形 PT2 T3 的面积 ;

当 P , T2 , T3 顺时针方向旋转时 , [ PT2 T3 ]是负数 ,绝对值

是三角形 PT2 T3 的面积 .

面积坐标有如下一些基本性质 :

(1) u1 + u2 + u3 ≡1 ,对于平面上的任意 P 点 ;

(2) u1 ≥0 , u2 ≥0 , u3 ≥0 , | u1 | + | u2 | + | u3 | = 1 ,当 P

点在三角形内或者边界上 ;

(3) | u1| + | u2| + | u3| > 1 ,当 P点在三角形外部.

用该性质可以快速地判断 P 点在三角形中的位置.
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