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摘　要　地震数据重构问题是一个病态的反演问题．本文基于地震数据在ｃｕｒｖｅｌｅｔ域的稀疏性，将地震数据重构

变为一个稀疏优化问题，构造０范数的逼近函数作为目标函数，提出了一种投影梯度求解算法．本文还运用最近

提出的分段随机采样方式进行采样，该采样方式能够有效地控制采样间隔并且保持采样的随机性．地震数值模拟

表明，基于０范数逼近的投影梯度法计算效率有明显的提高；分段随机采样方式比随机欠采样有更加稳定的重构

结果．
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１　引　言

在地震勘探中由于采集成本、坏道、噪声、地

形等诸多因素的影响，采集的数据常常不满足采样

定理，会影响多次波 消 除、偏 移 等 处 理 的 效 果［１２］，

因此在数据处理过程中常常需要对地震数据进行重

构．地震数据重构主要有三大类方法．最常用的方

法是基于变换的方法，这类方法基于信号在变换域

的特征进行数据重构，计算结果比较稳健，因此得

到 广 泛 的 应 用．常 用 的 变 换 有 傅 里 叶 变 换［３５］，

Ｒａｄｏｎ变换，局部Ｒａｄｏｎ变换［６］等．第二类方法是

预测滤波方法，基于分频预测的思想，用低频的信

息预 测 高 频 信 息．这 类 方 法 主 要 有ＦＸ域 预 测 滤

波［７］，ＦＫ域 预 测 滤 波［８９］和 ＴＸ域 预 测 滤 波［１０］．

第三类方法是基于波动方程的方法，利用波传播的

物理性质重构地震波场［１１１２］，这类方法由于需要速

度信息且计算量大，因此没有得到广泛的应用．

地 震 数 据 重 构 问 题 可 以 变 为 一 个 稀 疏 优 化 问

题．文献［１３］中 采 用ｃｕｒｖｅｌｅｔ变 换 作 为 稀 疏 变 换，

利用压缩传感的理论对随机欠采样的地震数据进行

重构．采用的迭代阈值法需要多次迭代，计算效率

比较低；而随机欠采样方式不能够有效控制采样间

隔，因此需要进一步改进．本文将地震数据重建问

题变为一个稀疏优化问题，并构造０范数的逼近函

数作为目标函数，利用ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换的紧框 架 性，

采用投影梯度法解，同时本文运用作者近期提出的

一种能够控制最大采样间隔并且保持采样随机性的

分段随机采样方式．数值试验表明基于０范数逼近

的投影梯度法的计算效率比现有的稀疏优化解法有

很大的提高；分段随机采样能够有效地控制采样间

隔并且保持采样的随机性，比随机欠采样有更好的

重构效果．

本文结构如下：第二节阐明了地震数据重构问

题的数学 模 型；第 三 节 简 单 介 绍 所 采 用 的 稀 疏 变

换；第四节回顾了稀疏优化算法并详细介绍了０范

数逼近方法和梯度迭代技巧；第五节探讨采样方式

并提出新的采样方式；第六节的数值模拟表明分段

随机采样比随机欠采样能够更好地改进重构效果；

０范数逼近方法可以显著地提高计算效率，其ＣＰＵ

计算时间大约是通常采用的迭代阈值法（ＩＳＴ）和谱

投影法（ＳＰＧＬ１）的三分之一．

２　地震数据重构的数学模型

地震数据采集可以表示为如下数学模型：

狔＝犚犳， （１）

其中犳∈犚
犖 为原始波场数据，犚为采样矩阵，狔∈

犚犕（犕 ＜犖）为采集的波场数据．由于采集数据的

不完整性，因此犚是一个欠定矩阵．地震数据重构

由采集的数据狔和采样算子犚 重构完整的数据犳．

由于犕＜犖，因此存在无穷多的犳满足公式（１）．因

此地震数据重构是一个不适定的反问题［１］．

方程（１）可以通过优化问题

ｍｉｎ‖狔－犚犳‖
２

２
， （２）

来求解，其中 ‖·‖２ 是向量的２范数．由于问题

（１）的不适定性，必须采 用 正 则 化 方 法 求 解，其 中

最经典的方法是Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化［１４１５］，即解

ｍｉｎ‖狔－犚犳‖
２

２＋α‖犳‖
２

２． （３）

该优化问题的最优解为犳＝（犚
Ｔ犚＋α犐）－

１
狔，其中犐

为单位矩阵，α是正则参数．此外，正则化方法还包

括迭代正则化、自适应正则化、截断的奇异值分解、

共轭梯度法等方法［１４１６］．

若存在某个变换犆使得狓＝犆犳是稀疏的，则

可以先解方程犚犆－１狓＝狔，求出稀疏的解狓，然后再

求出犳＝犆
－１狓．此时问题（１）变为约束极小化问题

ｍｉｎ‖狓‖０，ｓ．ｔ．犚犆
－１狓＝狔， （４）

其中零范数 ‖·‖０ 表示向量的非零元素个数，记

犚犆－１＝犃．问题（４）需要穷举所有的组合才能找到

最优解［１，１７］．在一定的条件下，可以利用１范数优

化问题求解 欠 定 矩 阵 的 稀 疏 解［１７］．这 种 基 于 数 据

的稀疏性，由欠采样数据重构完整数据的问题就是

压缩传感问题．压缩传感主要由三部分组成：稀疏

变换、采样方法和求解方法．这三部分共同
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３　稀疏变换

稀疏变换是压缩传感的重要组成部分．变换域

中的数据越稀疏，需要的采样个数就越少，而且重

构效果越好．地震数据处理中最常用的变换有傅里

叶变换、Ｒａｄｏｎ变换、小波变换以及Ｇａｂｏｒ变换．但

是这些变换 不 能 直 接 用 于 压 缩 曲 线 形 状 的 地 震 记

录，因此Ｃａｎｄｅｓ提 出 了ｃｕｒｖｅｌｅｔ变 换［１８］．这 种 多

尺度、多方向、各向异性的变换在局部窗内用线段逼

近曲线，因此能够很好地压缩曲线形状的记录．连

续的ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换可以表示为

　　犮（狊，θ，狋０，狓０）＝

　　　　∫狋∫狓犳（狋，狓）φ（



　２期 曹静杰等：地震数据压缩重构的正则化与零范数稀疏最优化方法

实质上是利用了反问题研究领域中的后验
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图１　第一种函数犳σ（狓）＝１－ｅｘｐ（－狓
２／２σ２）（ａ）和第二种函数犳σ（狓）＝１－σ

２／（狓２＋σ
２）（ｂ）

Ｆｉｇ．１　（ａ）Ｃａｓｅ１ｆｕｎｃａｔｉｏｎ：犳σ（狓）＝１－ｅｘｐ（－狓
２／２σ２）；（ｂ）Ｃａｓｅ２ｆｕｎｃｔｉｏｎ：犳σ（狓）＝１－σ

２／（狓２＋σ
２）

图２　规则欠采样方式

Ｆｉｇ．２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｒｅｇｕｌａｒｓｕｂｓａｍｐｌｉｎｇ

图３　随机欠采样方式

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｒａｎｄｏｍｓｕｂｓａｍｐｌｉｎｇ

频率域，可以看做随机噪声，因此可将波场重构看

作去噪问题［１３］．由 于 随 机 欠 采 样 会 产 生 大 的 采 样

间隔，当这些间隔大于ｃｕｒｖｅｌｅｔ的某个尺度时，重

构结果就会丢失原始信息，因此需要提出新的采样

方法来克服随机欠采样的缺点．

Ｈｅｎｎｅｎｆｅｎｔ引进一种ｊｉｔｔｅｒｅｄ采样方法［３２］．这

种采样方法先等间隔的选取点，然后以这些点为中

心随机的扰 动．ｊｉｔｔｅｒｅｄ采 样 能 够 控 制 采 样 间 隔 而

且具有随机性，但是该采样方法缺乏灵活性，只能

取完整采样个数的整数分之一．

针对上述三种采样方法的缺点，本文详细描述

文献［２４］给出的一种分段采样方法．对于随机欠采

样来 说，每 个 点 被 采 样 到 的 概 率 是 相 等 的，假 设

Ｎｙｑｕｉｓｔ采样个数为犖，实际采样个数为犓，则采

样比例为犓／犖．该采样方法不能够控制最大间隔，

其最大间隔为犖－犓，当采样间隔比隔比 的被被 被
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图４　原始数据 （ａ）及其频谱 （ｂ）
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图５　规则欠采样的数据 （ａ）及其频谱 （ｂ）
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图６　随机欠采样数据（ａ）及其频谱（ｂ）
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图７　随机欠采样的重构数据（ａ）及其频谱（ｂ）
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图１０　分段随机采样数据（ａ）及其频谱（ｂ）
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图１１　分段随机采样的重构数据（ａ）及其频谱（ｂ）
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图１２　原始数据 （ａ）和采样数据 （ｂ）

Ｆｉｇ．１２　（ａ）Ｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｄａｔａ；（ｂ）Ｔｈｅｓａｍｐｌｅｄｄａｔａ

图１３　基于函数１的０范数逼近算法的重构数据（ａ）及其与原始数据的误差（ｂ）

Ｆｉｇ．１３　（ａ）Ｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎｏｆｚｅｒｏｎｏｒｍａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎｃａｓｅ１ｆｕｎｃｔｉｏｎ；（ｂ）Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｄａｔａａｎｄ（ａ）

图１４　基于函数２的０范数逼近算法的重构数据 （ａ）及其与原始数据的误差 （ｂ）

Ｆｉｇ．１４　（ａ）Ｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎｏｆｚｅｒｏｎｏｒｍａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎｃａｓｅ２ｆｕｎｃｔｉｏｎ；（ｂ）Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｄａｔａａｎｄ（ａ）

４０６



　２期 曹静杰等：地震数据压缩重构的正则化与零范数稀疏最优化方法

图１５　迭代阈值法（ＩＳＴ）的重构数据（ａ）及其与原始数据的误差（ｂ）

Ｆｉｇ．１５　（ａ）ＲｅｓｔｏｒａｔｉｏｎｏｆＩＳＴｍｅｔｈｏｄ；（ｂ）Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｄａｔａａｎｄ（ａ）

图１６　谱投影梯度法（ＳＰＧＬ１）的重构结果 （ａ）及其与原始数据的误差 （ｂ）

Ｆｉｇ．１６　（ａ）ＲｅｓｔｏｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＳＰＧＬ１ｍｅｔｈｏｄ；（ｂ）Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｄａｔａａｎｄ（ａ）

表１　三种算法重构结果的比较

犜犪犫犾犲１　犜犺犲狉犲狊狋狅狉犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狊犮狅犿狆犪狉犻狊狅狀

狅犳狋犺犲犪犫狅狏犲狋犺狉犲犲犿犲狋犺狅犱狊

方法 相对误差 信噪比 计算时间／ｓ

０范数逼近方法：第１种函数 ０．０５２９ ２５．５２８２ ３０６

０范数逼近方法：第２种函数 ０．０５２２ ２５．６５２４ ３１８

迭代阈值法（ＩＳＴ） ０．０５７１ ２４．８５９７ １３２６

谱投影梯度法（ＳＰＧＬ１） ０．０５５５ ２５．１２１０ １０６９

７　结论和讨论

本文采用ｃｕｒｖｅｌｅｔ变换作为稀疏变换，将地震

数据重构问题变为稀疏优化问题，提出了一种基于

０范数逼近的投影梯度法求解地震数据重构问题；

并且利用最近提出的分段随机采样方式来改进重构

的效果．数值模拟显示，在相同重构结果情况下，

基于０范数逼近的投影梯度算法的计算时间是谱投

影梯度法和迭代阈值法的三分之一，因此具有更快

的计算效率．分段随机采样能够控制采样间隔和保

持采样的随机性，因此比随机欠采样方式更适合地

震数据重构．

稀疏优化技术在地震数据处理中具有广阔的应

用前景，比如时频分析、去噪、多次波消除和偏移等

等．高精度反褶积问题［３３］是时间域的插值，因此可

以利用压缩传感的理论解高精度反褶积问题，进行

时间域的信息重构．

稀疏变换直接影响重构的结果，变换后的数据

越稀疏，越有利于数据恢复；快速高效的求解方法

５０６
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是稀疏优化的核心；好的采样方式在保证质量的前

提下，能够节约采样时间和成本；三者都是值得研

究的重要方向．

基于稀疏重构的正则化方法和最优化方法是当

前的研究热点．稀疏优化解法目前主要集中在基于

１范数的解法，真正的基于０范数的快速稳定方法

会有更好的数值结果．

致　谢　感谢评审人提出的宝贵意见，使得本文的

研究内容有了很大的充实．
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