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摘要    地球表面的各向异性特性可以用地表二向反射函数(BRDF)恰当地描述. BRDF 的核

心是利用线性核驱动模型, 数学上表述为各向同性核、体散射核和几何光学核的线性组合. 随

着多角度遥感领域的发展, BRDF 模型越来越被看作是可以反演重要的有关地表生物的或气候

的参数, 比如说叶面积指数和地表反照率. 一个线性逼近的核驱动 BRDF模型通常可以写成下

述形式(Roujean 等, 1992): fiso+kvol(ti, tv, φ)fvol+kgeo(ti, tv, φ)fgeo=r(ti, tv, φ), 其中 r 表示地表的二向反

射; kvol 和 kgeo 为通常所说的核函数, 即为已知的入射和观测几何特性的函数, 分别描述了体散

射和几何散射(包括折射和反射); ti 是太阳方向天顶角, tv 是观测方向天顶角; φ表示太阳-观测方

向的相对方位角; fiso, fvol 和 fgeo 为未知的待反演参数, 可以用来拟合观测. 计算过程的稳定性是

由核矩阵的代数算子特征谱和观测噪音/误差来刻画的. 因此为了计算地表反照率, 成功反演

模型参数是至关重要的环节. 我们首先考虑了为计算 BRDF 模型反演的光滑解方法. 业已知

道, 这是一个不适定的反问题. 不适定性是由线性核驱动 BRDF 模型的欠定性表征的, 比如说

观测严重不足或观测方向范围有限, 或者是观测数据高度线性相关以及噪音的污染等. 例如, 
一次单角度观测可以导致一个欠定的系统(核算子的零空间含有非零向量)或者系统无解(系数

矩阵的秩不等于增广矩阵的秩). 因此, 光滑性或正则化技巧应当加以利用来压制不适定性. Li
等(2001)应用先验知识把原始模型转换为一个超定的模型并求得最小二乘解. Pokrovsky 等

(2002)应用 QR 分解反演 BRDF 模型. Wang 等(2007)考虑到了反演的正则化策略并提出了不适

定地表参数反演的一个完整的正则化理论. 在文中, 强调从不同的空间添加先验信息于反演

模型中. 首先从数学物理的观点, 第一次提出了一个用于反演的施加先验约束的一般的正则

化模型, 接着阐述了两种正则化策略. 第一个是正则化的奇异值分解方法(Wang 等, 2007), 接

着提出了一个基于 l1 空间的反演方法. 我们证明了新提出的方法对于有效观测数据不足情况

下反演地表参数是可行的, 并通过数值试验验证了新提出方法的反演有效性. 
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, ү   (bidirec- 
tional reflectance distribution function, ᾗѝBRDF)

Ԉ ה

Ἵ ‍ᶕ [1]. , Ԉ

ṁѝУэ . ѝ

ҩ ᶕ , э

з Уэ , έ ὤ

ѫУэ , Ԉ ᴐ

έ э , Ҿ

ҩУэ ע ў . У
, Уэ

ԈᾗᴐЮ : 
y=h(x, S),                   (1) 

ὲѐ y , x ֒

ȁ ȁ ȁ ᴁ ע

, S , h Ὧ x S
, .  

ּ Ԉ ȁ

╒ , ᶑ S Эа , ‡ Ԉ

Ю : 
D=h(x, S)+n,                  (2) 

ὲѐDѝ ұ M Уэ , ұ M  
а ֒ Mэ ḣ M ѐ

Уэ , Mn∈ ѝ ѝM . 
mэ а . , M=m, ‡ (2)

Уэ , а

. ұ ѐ Ԉ ⁮

ᶕ , M>m, ‡ (2) [2]. 
ᾳЮ, ּ а . ԏ Ѭ

ὲӹ Ѭ , , үѻ (Least 
Squares Solution with Minimum Norm). ת [3]

  , “ ұУэ ︠э ( )
, Ԉ ᾃ Ԉ

ӱ ‾ұ ḣ .” , 
ѬЭ ѱנ , . 

а , ᾳЮ ‾

Ἴ ᶕ [4]. 
ֳ , Ԉ BRDF ᴧ

. BRDF ‾ ╟ , Э

ѝ ȁᴇ ΰᴉἽ

.  

Ԇ Ԉ ₂ . , 
ұ έ ︠‍ Ѭ . 

[5, 6]ѐ, ᴐ QR ‍ BRDF
. [7]ѐ, ᴐ ҩа

ע‡  ҩУэ ע‡ ḣ

ḣ‍ (NTSVD). ‡ע ḣ

ѐ ḣ . ӹԏ ᴐ ḣ

а , ‡ Ԉ

, ᴳ ұ ᾳ; ҂ Ԉ

. ԏ

  ӹԏ ұ l2  ,ѐ .ע‡
ԏ У ӱ ,  ҩУэУ

╗Ἴ ᶕ ע‡ , Э

 ҩУэ ұ l1 Ἴ . 
ѐ, ԏӮ ҩ ᴉ . Ԉ ע‡

ḣ‍ У Ԉ ᴐ

έ.  
э ѐ , Ю Э : 

“:=” “ Ѭᴐ”; “ x ” Уэ , ὲӹ

נ Ѭ; “argmax” “ ”max“ ;”ע
“min”‍⁞ “ ע ” “ ע ” э   ; 
“diag()” Уэ ; “AT” A

; “s.t.” “ ֒ ⁸” .  

1  线性核驱动 BRDF 模型及其离散不适定
性 

1.1  线性核驱动 BRDF 模型 

Ү Э, (2) ע . ԏ

⁮  .נ
, BRDF ᴐ Ԉ Ὧ

Ḁ , 
[8]. ѝҩ ⁮ э , ╟

BRDF ҩ. ╟

Ю [1]: 
( , , ) ( , , ) ( , , )iso vol i v vol geo i v geo i vf k t t f k t t f r t tφ φ φ+ + = , (3) 

ὲѐ r ү ; kvol ggeo , 
ѝ ὡ ΰᴉ   , ‍⁞

ҩᴇ ΰᴉ (ꜛ ); ti

; tv ; φ -
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ᴁ ; fiso, fvol fgeoѝ , 
Ԉ .  

У , BRDF ꜛ а

  ת . , RossThick (kvol) LiSparse
(kgeo) Ԉ ᴇ BRDF Ԉ

BRDF . Уэ    kvol

Roujean [1]   , ѝRossThick , 
ὲ Уע ѝ 

1 π( , , ) cos sin .
cos cos 2 4vol i v

i v
k t t

t t
φ ξ ξ⎛⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎝ ⎠

πξ ⎞ −  

 (4) 
ti=tv=0 , ξ Ѭᴐ   

cos cos cos sin sin cosi v i vt t t tξ φ= +         (5) 

  . ὯұΰᴉἽ kgeo Уэ

LiSparse ҵ , ѝ 

( , , ) ( , , ) (sec sec )geo i v i v i vk t t O t t t tφ φ ′ ′= − +  

1 (1 cos )sec ,
2 vtξ ′′+ +          (6) 

 

2 2

2 2

1

1( , , ) ( sin cos )(sec sec ),
π

(tan tan sin )
cos ,

sec sec

tan tan 2 tan tan cos ,

cos cos cos sin sin cos ,

tan tan ,

i v i v

i v

i v

i v i v

i v i v

O t t t t t t t

D t tht
b t t

D t t t t

t t t t
b
r

φ

φ

φ

ξ

β β

′ ′

′ ′

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

−

′ ′= − +

+
=

+

= + −

′ = +

⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

φ

,

 

  i vt tβ  h, b, r . 

ת LiSparse ҵ а Ἷ

. ѝ ᾳЮ, ѝ
 LiSparse exp( ) 1x x≈ + аᾋ ֗

[9], з   ḣ ѝ ḣ. ѝҩἿ

э , ԏ  ҩҵ LiSparse
(LiSparseR), ԆѮ(6),  

( , , ) ( , , ) (sec sec )geo i v i v i vk t t O t t t tφ φ ′ ′= − +  

1 (1 cos )sec sec .
2 i vt tξ ′′+ + ′     (7) 

ת ӝԏ   LiSparseR Ӱ а ὤ ὁ

ḣ ᾳ . , Уэ GO , 
LiTransit ҩ:  

Sparse
Transit 2

Sparse

,  2,

,  2,B

k B
k

k B

⎧⎪= ⎨
>⎪⎩

Ů
            (8) 

ὲѐ B Ѭᴐ : ( , , ) ( , , ) seci v i v iB B t t O t t tφ φ ′= = − + +  

sec .vt ′  ԏ ‾ RossThick LiTransit ѝ

  , ѝ Э , ч

э ҩ .  

1.2  离散不适定性 

⁮ (3) Уэ , ᵳ

ᾗᴐУэ :  
Kx=y,                (9) 

[ , , ]Tiso vol geof fx f= [ ]jy y= , ὲ ѐ jy =  

( , , ),j i vr t t φ  Ԇ . ᴉ

y x. 

y

а ╟ BRDF
, ш а

, ὯԈ

. ᴿ , У Ԉ Уэ

( )
( а ұ ).  

⁮ ᾃ а , 
, Ԉ .  

2  计算方法 

2.1  对解施加先验约束 

ѝҩ а ╟ , ԏ

ὰ ╗Ἴ . ԏ

Уэ үѻ : 
min J(x),                 (10) 
s.t. Kx=y,                (11) 

1 ( ) ,c x 2Δ ΔŮ Ů              (12) 

ὲѐ J(x) Уэ  , ѝ x   , c(x)
x , Δ1 Δ2ѝ ֒  ҩ c(x) . 

, J(x) ᴐа Ю x . x
, ‡ J(x)ѝἽ  , ‡ J(x)

ѝ Ἵ  .  
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֒c(x) Ԉ Ἵ ҂ Ԉ Ἵ . 
ӝԏ ֒ Ἵ , Ḯ

Уּש ᾃ У

שּ ᾃέ У заᾋ⅍  .ע
ѐ, ẹ [10], ԏ УҾ

У ᾃέ ‡ ( ). 
Ὧ Ἵ Ἴ Ḯ ѝ

ѐ ѝ Ἴ Ḯ ѮУ. Ὧ

ѝ ע‡ , ԏ

ЮУ .  

2.2  正则化: 一个自然的先验信息 

2.2.1  统计及非统计正则化方法 

а , а , 
У , ҩУэ

ע ֒ ӱ ּ . 
з, үѻ а . ѝҩ῏

Li [4] ҩУэἼ , 
ұ Cp ‍ , Cp

Ὧ x Ἴ . ԏ ӹԏ

ᴐ ұ . ḣ  

ѐ ⁮     
Э[11~13]. Ү Э, ԏ Ԉ ұ Ἴ

֓ұ ע‡ [7], ұ

Уэꜛ ҩ ‡ үѻ ,   

2
2( ) l 2

2
lJ x Kx y Dxα α= − +           (13) 

ὲѐDѝ ,ע / ע , D
ѝ ‍ , α ѝ ‡ . Ἵ
  Jα(x) ע Ѭҩа Уэ

ע‡ .  

2.2.2  数值截断奇异值分解(NTSVD)正则化 

ᾳЮ, , 
, а ᶕ( , 

ұ Ἴ  .(ע ,
ᾳЮ, ԏ ᴉ ? , 

ԏ ḣ‍ Ԉ ╠ ԏ

ᴐ. Уэᶢ ḣ‍ Ԉ ꜛ Ἴ

ᶕ . Pokrovsky [5]‾ QR‍
╟ ‾ ḣ‍ ת .

ḣ‍ а ᴳ . Wang 

[7]ӷ

ҩ ע‡  ҩУэ ‡

ע ḣ ḣ‍ (NTSVD).  
K ḣ‍ ѝ 

1

N
T T

i i i
i

K U V u vσ
=

= ∑ =∑ , 

ὲѐU=[ui] V=[vi] ѝ Уע Ӈ , U Ὥ

ѻ Ԉ V Ὥ ѻ ѝ ; 
Σѝ ὲ ҩ K ḣ. 
⁮ ұ , K ꜛ

/ з Ҳ . , σi 0 ұ

Nḣ, ḣ а з

ӱ э ⁮Уэ [7]. ԏ Ҿ

ṁа ע‡ . Ἷ а

ᵏ ӝԏУэ У . ұ ḣ‍

ע‡ , ḣ Э ḣ

, ᴐ ḣ ḣ‍

(NTSVD), Ю: 

NTSVD 1

1
( )

i

p
T
i i

i
,x u y vσ

=
= ∑             (14) 

ḣp [7]. Ү Э , NTSVD

(10)~(12) У э ᾳ , ⁮ ԇ

2
2( ) 1/ 2 lJ x Kx yα = − Ԉ .  ( )c x x= ∈ ( , )−∞ ∞

, ұ Ԉ

NTSVD . ұ Ԉ

ּ ה , [7].  

2.2.3  l1 空间反演 

ḣ   , а ֗ᴉ ᾃ

. ╗ Ἴ ᶕ

ȁἽ ȁ ֒

╗ὡ ѐ, ‡ ΰѱа

ᾱ . У , ╟BRDF , 
x ᾳЮ Ԉ ᴐ ╗   , 

(LAI), Lambertian , ᾞ

Ԉ ὡ   . , x аУ

ת . ұ Ԉ ᴐ ╗   , 
x ‍ Ԉ . ҂ , 

ԏ Ԉ“ԇ” x ѝ . ұ ⅓ᴍ
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ѫУэ“ӝ ” . 
ԏὯұ ִ x* Уэ l1 ע

: 

1min ,x lx              (15a) 

s.t. Kx=y,               (15b) 
xů0,                (15c) 

‾ ҩ l1 , ұ ╟╗ὡҩἼ ᶕ

. ұ ⁸, ӝԏ  

ѝ . , Уэ а

έ , “ ḣ” ֶ  .  
ᾳЮ, Ἴ l1 ע ֶ

ּ ע‡ . (15) ᴐע

Уэ ‚ [14,15], ‚ Ԉ

( A ).  

ұ ע ѐ

Уэ : 

1l

{ : ,  0}.S x Kx y x= = ů  

, Ү Э S ѐ Уэᾃ , 
Ԉ ṁᾃ . (15) ṝ Ԉᾗ

: 
max yTg,               (16) 

s.t. s=e−KTgů0,           (17) 
ὲѐ e Уэ , ὲ ἷ ḣ ѝ 1. ұ , Ὧ
ұЬἷ (x, g, s) ִ ֒ Ю

- ṝЬἷ : 
Kx y= ,                (18) 

TK g s e+ = ,              (19) 

0SFe = ,                (20) 
xů0, sů0,               (21) 

ὲѐ 

1 2diag( , , , )NS s s s= , 

1 2diag( , , , )NF x x x= , 

з si, xi‍⁞ѝ s x ‍. ὲѐ diag(·)
Уэ , ὲ У ἷ ѝў .  
ᾃ Ԇ ‟ { , , }k k kx g s , ᴳ  xk>0

sk>0. Ԇ ұ , 

||y−Kx|| ||KTgk+sk−e||Ԉ ṝ

k
T
k kx s , 

ӱ Уэ ҩ ṝ

.  
Ὧ , 
A. 

2.2.4  一点注记 

ѝҩ ᴂ ╟ а , 
Ԉ ע‡ Ὧ . 

а ע‡ Ԉ

, ѝ ‾ ҩἼ , 
Ἴ Ԉ . 

⁮ (10)~(12) ע‡ , а ұ

У ; , Ԉ У

ע‡ . , ԏ ѝ чэ

. ԏ

ע‡ ѝ ᵏҩУэ

⁞ а . ֳ , 
Ḯ У ᾃ

ᾳЮ, ԍ

. ᴐ , 
ע . ᾳЮ, ұ

BRDF ︠‍ḣ

. , ұУҾ ‍ ּ , 
. ҂ ѝӣѫ ‍

ӊ . ‾ ԏ , ԏ

Ӱ Ԉ ὲ , ѝ ᵏҩ Ὧ

ᶕ У .  

3  数值试验 
У ԏ  

ᴿ. ԏ Ὠ ұ

73 ὴ [4]. 73 BRDF ѐ, 
18 BRDF

ȁ ԍ ᶕ . 1 ҩ

⁮ . ӱ 1  , Ҿ

ҩУ , Ԇ ҩ

ӝ ᴐ .  
ѝҩ , ԏ а

, Ԉ 1 ѐ

῏ ⁮. ѐ, ԏ У

ᴐѝ ( ) NTSVD  
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1  ȁ LAI 
  LAI 

kimes.irrwheat  4 
kimes.hardwood  4.2 
kimes.soy  4.6 
kimes.corn  0.65 
kimes.orchgrass  1 

 
ұ l1 .  

NTSVD ‍⁞ Ἵ(VisRed)
(Nir) ⁮ ḣ

2, 3 Ԉ ‍⁞ Ἵ(VisRed)
(Nir) ⁮ ḣ

4 5. 2 ѐ, WSAsḣ
  . ӱ  , 

а ԇӝ ת , ұӨӨ

У שּ ᾃ  

ḣ. ұ ע , 
, ︠‍

1l

[7]. ӱ
, l1 ѱנ NTSVD ѝ

. ԏ ӱ [4] ѐ

а ᴐҩ . ḣ

נ . ұ Ҿ Ԉ а

, УУ‟ . ὰ Ԉ

[16] ḣᴿ . 
Ю , ԏ У У  

 
2  NTSVD ⁮ WSAs ḣб

WSAs ḣ Ἵ(VisRed)  

  ḣ 
 0.060975284 0.077371794 

 0.030110122 0.036017748 
 0.055554622 0.066419290 

 0.108295684 0.078334436 
 0.031414520 0.037576732 

 
3  NTSVD ⁮ WSAs ḣб

WSAs ḣ (Nir)  
  ḣ 

 0.239921484 0.288654970 
 0.252075923 0.369430037 

 0.364501461 0.513398848 
 0.389020678 0.296322714 

 0.283347191 0.515229716 

4  l1 ⁮ WSAs ḣб

WSAs ḣ Ἵ(VisRed)  
  ḣ 

 0.101101803 0.077371794 
 0.039901819 0.036017748 

 0.050401846 0.066419290 
 0.057701894 0.078334436 

 0.028101856 0.037576732 
 

5  l1 ⁮ WSAs ḣб

WSAs ḣ (Nir)  
  ḣ 

 0.272701813 0.288654970 
 0.263901792 0.369430037 

 0.497901847 0.513398848 
 0.280401851 0.296322714 

 0.520901852 0.515229716 
 

Э ѐ‍ ẹἽ ԍ

(MODIS)1B ӊ ᴐѝ BRDF ᴿ

. ѐ У ẹἷ έ а

ᴁ . 
MOD021KM.A2001137( 26, 
ѝ 4) ѐ ӏא Ѭ ṁ . 

1B ӊ , ԏ‾ NTSVD Ԉ ұ l1

 ҩ 3 э .  1  ҩ DOY=137
1 BRDF ‍ . ԏ   ῆ

MODIS Ambrals ұ а

  , ᴳ ұ MODIS (
[2] [17])҂ ת . ԏ ұ

Ӱ . ұ MODIS , ұ

⁸Ԉ ᴂ‍ ⁸,  

ḣѐ УҾᴂ ẹ ḣ. 
ԏ а ᴂ ḣ. ת а

. ⁮ BRDF э ‍; , 
ὲ έ б BRDF נ . Ԉ, ұᴂ

ẹ ḣ, ԏ ҩ ḣ

, BRDF ⁮ ѐ

ẹ ḣ Ὧ ḣ ⁮ ұ

ḣ. 2 3 ‍⁞‟ ҩ ұ NTSVD
l1 . ӱ 2 3 ч

а ұ а  

  . а ︠‍ ת ,
‍ ⁮ҩᶑ .  
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1  MOD021KM.A2001137 1 BRDF

ẹ 
3  ұ l1 ⁮

MOD021KM.A2001137 1  
 

 

22
2 2( ) n llJ x Kx y Dxα α= − +        (22) 

ע , , Ԉ

ᴐУэ ‍  ,ע
D

α ѝ ‡ . 
(22) (10) Уэ . ḣ

‍ ұ ע‡ , ᵑ ұ

K . (22)ѐ

(p>0, з pŬ2), ‡ ұ У  .ע‡
Tikhonov ע‡ ѐ

, Ԉ (
[7]ѐ ). ұ ּ MODIS, 
ұὲᴂ‍ , ԏ ѝ ұ l1

, з “ ḣ” Ԉ ⁮ . 
, l2 l1 ע‡ Ԉ

ת . ұ У

, аУ .  

pl
pl

2  NTSVD ⁮

MOD021KM.A2001137 1  

4  讨论和结论 
ѐ, ԏ Ἴ ҩУэ ұ

╟ ע‡ ḣ ḣ

‍ ,  ҩ ұ ╟ l1

ע‡ .  

ԏ ⁮ BRDF ╟ Ԉ Ἴ , 
а з , ὲа

ת . ע‡ , ⁮ ḣ

rδ  
Ҿ Ԉ

. Ү Э, н ḣ ḣ ұ

У У ע‡   
[11,18,19]. У ע‡ , үѻ Э

╗Уэ ‡ , УэTikhonov   

,  1,r r rδ δωδ ω− >Ů Ů  

ᶕ (SNR) ұ 1, Ԉ ֗.  
Ԇ , δ  (0,1)Э

(Э ).  

r
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附录 A  l1 空间反演算法 
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